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Dans [5], Pirashvili de´montre un the´ore`me de changement de base pour les
foncteurs de´rive´s Ext qui s’exprime sous la forme Ext∗B(La, b)
∼= Ext∗C(a, Rb)
ou` L et R sont des foncteurs adjoints, exacts et L (resp. R) pre´serve les
projectifs (resp. les injectifs). Le but de ce papier est de donner la notion
analogue a` celle de foncteur adjoint pour avoir un the´ore`me de changement
de base pour les foncteurs de´rive´s Tor. De plus, on de´finira une classe de pe-
tites cate´gories sur lesquelles on peut appliquer le re´sultat et qui permettra
une re´interpre´tation du re´sultat de T. Pirashvili et B. Richter donne´ dans
[6].
0 Rappels et notations
Soit K un anneau commutatif. On renvoie a` [4] pour les notions de la
the´orie des cate´gories. Pour toute petite cate´gorie B, on note B-Mod la
cate´gorie des foncteurs de B dans la cate´gorie des K-modules. Les mor-
phismes entre deux B-modules M et N sont les transformations naturels
et on se permet l’abus de notation HomB(M,N) := HomB−Mod(M,N). En-
fin, si M un Bop-module et N un B-module, on de´finit le produit tensoriel
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au dessus de B par :
M ⊗B N :=

 ⊕
X∈Ob(B)
M(X)⊗K N(X)

upslope ∼
ou` ∼ est la relation d’e´quivalence donne´e par :
M(Φ)m⊗K n ∼ m⊗K N(Φ)n
ou` Φ ∈ HomB(X, Y ), m ∈M(Y ), n ∈ N(X). Notons que M ⊗BN = N ⊗Bop
M . On construit alors les foncteurs de´rive´s TorBn(M,N) := Hn(p∗ ⊗B N) =
Hn(M⊗B q∗) ou` p∗ est une re´solution projective deM et q∗ est une re´solution
projective de N . Dans la suite, C et D de´signeront deux petites cate´gories. Si
C est une sous-cate´gorie de D, alors O sera, suivant le cas, le foncteur oubli
des D-modules dans les C-modules ou le foncteur oubli des Dop-modules dans
les Cop-modules.
1 The´ore`me de changement de base
1.1 De´finition : pseudo-adjonction. Soient
L : Cop-Mod −→ Dop-Mod,
R : D-Mod −→ C-Mod,
deux foncteurs. Ils donnent naissance a` deux bifoncteurs, covariants en chaque
variable :
L−⊗D − et −⊗CR− : C
op-Mod ×D-Mod −→ K-Mod.
S’il existe un isomorphisme naturel entre ces deux bifoncteurs, on dit qu’ils
sont pseudo-adjoints. Le foncteur L sera dit pseudo-adjoint a` gauche de R et
le foncteur R sera dit pseudo-adjoint a` droite de L par rapport aux cate´gories
C et D (par rapport aux cate´gories Cop et Dop, le foncteur L serait le foncteur
pseudo-adjoint a` droite).
1.2 The´ore`me de changement de base pour les foncteurs Tor. Soient
L : Cop-Mod −→ Dop-Mod et R : D-Mod −→ C-Mod deux foncteurs pseudo-
adjoints. Si l’une des conditions suivantes est remplie :
1. R est exact et envoie projectif sur projectif,
2. L est exact et envoie projectif sur projectif,
3alors, pour tout Cop-module a et pour tout D-module b, on a l’isomorphisme
naturel suivant :
TorC∗ (a, Rb)
∼= TorD∗ (La, b).
De´monstration : Supposons que la condition (1) soit remplie et soit q∗ une
re´solution projective de b, alors :
TorD∗ (La, b) = H∗(La⊗D q∗)
∼= H∗(a⊗C Rq∗)
car les foncteurs L et R sont pseudo-adjoints. Comme R est exact et qu’il
envoie projectif sur projectif, Rp∗ est une re´solution projective de Rb et donc
H∗(a⊗CRp∗) = Tor
C
∗ (a, Rb). Le deuxie`me cas se fait de manie`re identique. 
2 Adjonction et pseudo-adjonction
Le but de cette section est de donner la relation entre l’adjonction et la
pseudo-adjonction qui, dans le cas ou` on se limite aux K-modules libres de
rang fini, se trouvent eˆtre deux notions tre`s proches.
Rappelons que tout K-module V de´finit un foncteur contravariant :
HomK(−, V ) : C-Mod −→ C
op-Mod
M 7−→ HomK(M,V ).
2.1 De´finition. Dans le cas ou` V = K, nous noterons :
∗ : C-Mod −→ Cop-Mod
M 7−→ M∗ := HomK(M,K) : X 7→ M(X)
∗.
Si F : C-Mod → D-Mod est un foncteur , nous pouvons de´finir un nouveau
foncteur F := ∗ ◦ F ◦ ∗ :
F : Cop-Mod −→ Dop-Mod
M 7−→ (F (M∗))∗.
2.2 Lemme. Soit M un C-module. Le foncteur − ⊗C M : C
op-Mod → K-
Mod est adjoint a` gauche au foncteur HomK(M,−) : K-Mod → C
op-Mod,
i.e. si N est un Cop-module et V est un K-module on a :
HomK(N ⊗C M,V ) ∼= HomCop(N,HomK(M,V )).
En particulier, en prenant V = K :
(N ⊗C M)
∗ ∼= HomCop(N,M
∗).
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De´monstration : Soit Φ : N → HomK(M,V ) un morphisme de C
op-modules.
On peut alors de´finir une application K-line´aire :
Φ˜ : N ⊗M −→ V
n⊗m 7−→ (Φ(n))(m)
Cette valeur reste inchange´e si on prend un autre e´le´ment dans la meˆme
classe d’e´quivalence de N ⊗C M . En effet, si g ∈ C :
Φ˜(ng ⊗m) = (Φ(ng))(m)
= (Φ(n) ◦ g)(m) car Φ ∈ HomCop(N,HomK(M,V ))
= Φ(n)(gm)
= Φ˜(n⊗ gm)
et Φ˜ ∈ HomK(N ⊗C M,V ).
Soit maintenant Ψ ∈ HomK(N ⊗C M,V ). On peut alors de´finir une applica-
tion line´aire :
Ψ′ : N −→ HomK(M,V )
n 7−→ Ψ(n⊗C −) : M → V
m 7→ Ψ(n⊗C m).
De la meˆme manie`re que dans le premier cas, on ve´rifie qu’il y a compatibilite´
avec la structure de Cop-module.
Finalement, comme ces applications sont l’inverse l’une de l’autre, on a bien
prouve´ l’isomorphisme. 
2.3 The´ore`me. Notons C-Mod′ la sous-cate´gorie pleine de C-Mod′ con-
stitue´e des foncteurs a` valeurs dans les K-modules libres de rang fini. Soient
L : Cop-Mod′ → Dop-Mod′ et R : D-Mod′ → C-Mod′ deux foncteurs pseudo-
adjoints. Dans ce cas, le foncteur L est adjoint a` gauche du foncteur R =
∗ ◦R ◦ ∗.
De´monstration : Soient N un Cop-module libre de rang fini et M un Dop-
module libre de rang fini. Alors, comme M∗∗ = M :
HomDop(L(N),M) ∼= (L(N)⊗D M
∗)∗ d’apre`s le lemme 2.2,
∼= (N ⊗C R(M
∗))∗ graˆce a` la pseudo-adjonction,
∼= HomCop(N,R(M
∗)∗) d’apre`s le lemme 2.2,
= HomCop(N,R(M)).

Remarque : si on reprend la de´monstration, il suffit de demander que M
5soit libre de rang fini pour qu’on ait un isomorphisme. sectionCate´gories
croise´es
On va donner ici des exemples pour lesquels on peut construire des paires
de foncteurs pseudo-adjoints.
2.4 De´finition. Soient B une petite cate´gorie et C et D deux sous-cate´gories
ayant les meˆmes objets que B. Si pour tout Φ ∈ HomB(X,Z) il existe
un unique Y ∈ Ob(B), un unique Ψ ∈ HomC(Y, Z) et un unique f ∈
HomD(X, Y ) tels que Φ = Ψ ◦ f , on dira que B est une cate´gorie croise´e
par C et D et on la notera B = C ✶ D.
Des exemples de ce type de cate´gories sont donne´s par :
– la cate´gorie simpliciale qui est croise´e par la sous-cate´gorie engendre´e
par ses injections et la sous-cate´gorie engendre´e par ses surjections (voir
par exemple [3]),
– les cate´gories simpliciales croise´es (voir [2]),
– les produits semi-directs de groupes,
– le groupe syme´trique Σn = Z/nZ ✶ Σn−1.
2.5 Actions des cate´gories. Soient B = C ✶ D et f ∈ HomD(Y, Z) et Ψ ∈
HomC(X, Y ). Comme f ◦Ψ ∈ HomB(X,Z), f et Ψ de´terminent uniquement
Y ′ ∈ Ob(B), Ψ∗(f) ∈ HomD(X, Y
′) et f∗(Ψ) ∈ HomC(Y
′, Z) tels que
f ◦Ψ = f∗(ψ) ◦Ψ
∗(f),
ce qui se lit sur le diagramme suivant :
Ψ
X −→ Y
Ψ∗(f) ↓ ↓ f
Y ′ −→ Z
f∗(Ψ)
Il existe alors des applications :
f∗ :
∐
X ∈ Ob(B)
HomC(X, Y ) −→
∐
Y ′ ∈ Ob(B)
HomC(Y
′, Z),
Ψ∗ :
∐
Z ∈ Ob(B)
HomC(Y, Z) −→
∐
Y ′ ∈ Ob(B)
HomC(X, Y
′).
2.6 Lemme. Soient Ψ1, Ψ2, Ψ des morphismes de C et f
1, f 2 et f des
morphismes de D. Si B = C ✶ D, on aura, a` chaque fois que cela fait sens
pour la composition, les relations suivantes :
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– (f 1 ◦ f 2)∗(Ψ) = f
1
∗ (f
2
∗ (Ψ))
– (Ψ1 ◦Ψ2)
∗(f) = Ψ∗2(Ψ
∗
1(f))
– f∗(Ψ1 ◦Ψ2) = f∗(Ψ1) ◦ (Ψ
∗
1(f))∗(Ψ2)
– Ψ∗(f 1 ◦ f 2) = (f 2∗ (Ψ))
∗(f 1) ◦Ψ∗(f 2)
– id∗X(f) = f et f∗(idX) = idZ
– idY ∗(Ψ) = Ψ et Ψ
∗(idY ) = idX
De´monstration : De´montrons par exemple la premie`re et la quatrie`me asser-
tions.
f 1 ◦ f 2 ◦Ψ = f 1 ◦ f 2∗ (Ψ) ◦Ψ
∗(f 2),
= f 1∗ (f
2
∗ (Ψ)) ◦ (f
2
∗ (Ψ))
∗(f 1) ◦Ψ∗(f 2).
Comme f 1 ◦ f 2 ◦Ψ = (f 1 ◦ f 2)∗(Ψ) ◦Ψ
∗(f 1 ◦ f 2), on proce`de par identifica-
tion. Les deuxie`me et troisie`me assertions se de´montrent de fac¸on similaire,
les deux dernie`res sont imme´diates. 
2.7 Construction du foncteur pseudo-libre. On va montrer que le fonc-
teur oubliO : B-Mod→ C-Mod admet un pseudo-adjoint a` gauche. On pose :
LD : C
op-Mod −→ Bop-Mod
M 7−→
⊕
A ∈ Ob(B)
M(A)⊗K[HomD(−, A)]
ou, de manie`re e´quivalente :
LD(M) : B
op −→ K-Mod
X 7−→
⊕
A ∈ Ob(B)
M(A)⊗K[HomD(X,A)].
Si Φ = Ψ◦f est la de´composition canonique, on de´finit son action sur LD(M)
par :
(m⊗ g)Φ = mg∗(Ψ)⊗ (Ψ
∗(g) ◦ f).
En utilisant le lemme pre´ce´dent, on de´montre qu’on a bien une structure
de Bop-module. On peut remarquer que ce foncteur est en plus un foncteur
libre, i.e. le foncteur adjoint a` gauche au foncteur d’oubli de Bop-Mod dans
Cop-Mod.
2.8 Proposition. Soit B = C ✶ D une cate´gorie croise´e. Alors le foncteur
oubli O : B-Mod −→ C-Mod admet un pseudo-adjoint a` gauche LD. De plus,
LD est exact et pre´serve les projectifs.
7De´monstration : Regardons d’abord quelles sont les classes d’e´quivalences
dans LDM ⊗B N . Soit M (resp. N) un C
op-module (resp. un B-module).
Soient m ∈MA, n ∈ NX et g ∈ HomD(X,A). Comme
(m⊗ g)⊗ n = (m⊗ idA)g ⊗ n
∼ (m⊗ idA)⊗ gn dans LDM ⊗B N,
chaque classe d’e´quivalence est repre´sente´e par un e´le´ment de la forme (m⊗
idX)⊗n. On n’a plus a` conside´rer l’action des automorphismes et il suffit de
calculer les classes d’e´quivalence du type suivant :
(m⊗ id)Ψ⊗ n ∼ (m⊗ id)⊗Ψn
⇐⇒
m⊗ nΨ ∼ m⊗Ψn
ou` Ψ est un morphisme de C et on a bien une bijection entre LD(M) ⊗B N
et M ⊗C O(N).
Pour prouver la naturalite´ de cette bijection, il suffit de remarquer que les
diagrammes suivants sont commutatifs :
LD(M1)⊗B N −→ M1 ⊗C O(N)
LD(f) ⊗B N ↓ ↓ f ⊗C O(N)
LD(M2)⊗B N −→ M2 ⊗C O(N)
LD(M)⊗B N1 −→ M ⊗C O(N1)
LD(M)⊗B g ↓ ↓ M ⊗C O(g)
LD(M)⊗B N2 −→ M ⊗C O(N2).
Il est imme´diat que LD est exact car, dans la construction, on ne fait que
tensoriser avec un module libre. Soit maintenant p un Cop-module projectif.
Pour voir que LD pre´serve les projectifs, il suffit de voir qu’il y a une injection
canonique :
p −→ O(LD(p))
x 7−→ x⊗ id
Supposons qu’on ait le diagramme suivant dans Bop-Mod :
LD(p)
↓ f
b −→ a
π
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On sait qu’il existe un h : p ⊂ O(LD(p)) −→ O(b) tel que f|p = π ◦ h. Il
ne reste alors qu’une unique extension h′ : LD(p) → a qui fasse commuter
le diagramme, ce qui prouve que LD pre´serve les projectifs (et que LD est
le foncteur libre de la cate´gorie des Cop-modules dans la cate´gorie des Bop-
module). 
2.9 Corollaire. Soit B = C ✶ D une cate´gorie croise´e. Pour tout Cop-module
a et pour tout B-module b, on a l’isomorphisme naturel suivant :
TorB∗ (LD(a), b)
∼= TorC∗ (a,O(b))
De´monstration : C’est une application imme´diate du the´ore`me 1.2 et de la
proposition pre´ce´dente. 
3 Homologie simpliciale et homologie cyclique
Dans [6] sont construits deux foncteurs b et b tels que pour tout F(as)-
module M (resp. pour tout Γ(as)-module N), on ait des isomorphismes :
TorΓ(as)∗ (b,M)
∼= Tor∆
op
∗ (K,O(M))
TorF(as)∗ (b, N)
∼= Tor∆C
op
∗ (K,O(N)),
ou` K est le ∆op-module (resp. ∆Cop-module) trivial qui envoie chaque ob-
jet sur K et chaque morphisme sur l’identite´. On verra dans cette partie
que ces isomorphismes proviennent de la construction plus ge´ne´rale de´crite
pre´ce´demment et qu’on pourra re´interpre´ter les foncteurs b et b en tant qu’im-
age des modules triviaux par les foncteurs pseudo-adjoints a` gauche des fonc-
teurs oublis.
3.1 Rappels et notations. (voir [2], [3]). A partir de maintenant, les cate´gories
auront toutes pour objets les [n] = {0, . . . , n} avec n ∈ N.
La cate´gorie simpliciale ∆ est la cate´gorie ayant pour morphismes les ap-
plications ensemblistes croissantes au sens large. Elle est engendre´e par les
morphismes σni : [n + 1]→ [n], 0 6 i 6 n, qui envoient i et i+ 1 sur i et les
morphismes δni : [n − 1] → [n], 0 6 i 6 n, dont l’image ne contient pas i.
S’il n’y a pas de confusion possible, on n’e´crira pas l’exposant. La cate´gorie
oppose´e ∆op sera engendre´e par les morphismes dni (resp. s
n
i ) correspondants
aux morphismes δni (resp. σ
n
i ).
La cate´gorie F(as) est la cate´gorie dont les morphismes sont les applications
9ensemblistes avec un ordre total sur les images re´ciproques. La cate´gorie Γ(as)
(note´ ∆opS ′ dans [3]) est la sous-cate´gorie de F(as) dont les morphismes en-
voient 0 sur 0.
Notons Σ• (resp. Σ•+1) le groupo¨ıde qui ve´rifieHom([n], [m]) = ∅ etHom([n], [n])
est le groupe syme´trique Σn (resp. Σn+1). Nous allons conside´rer deux cate´gories
simpliciales croise´es introduites dans [2]. La cate´gorie ∆S = ∆ ✶ Σ•+1, dans
laquelle tout morphisme Φ ∈ Hom∆S([n], [m]) s’e´crit de manie`re unique
sous la forme Φ = Ψ ◦ σ ou` Ψ ∈ Hom∆([n], [m]) et σ ∈ Σn+1. De meˆme,
la sous-cate´gorie ∆C de ∆S est la cate´gorie dans laquelle chaque mor-
phisme Φ ∈ Hom∆C([n], [m]) s’e´crit de manie`re unique Φ = Ψ ◦ σ ou`
Ψ ∈ Hom∆([n], [m]) et σ = t
k
n ∈ Z/(n + 1)Z ou` tn est un ge´ne´rateur du
groupe Z/(n + 1)Z. Il est montre´ dans [6] que F(as) est isomorphe a` ∆S.
Rappelons (voir [3] chapitre 6) qu’il existe une inclusion ∆Cop →֒ ∆S qui est
donne´e par :
di 7→
{
σi si 0 6 i < n
σ0 ◦ (n, 0, . . . , n− 1) si i = n
si 7→ δi
t 7→ (n, 0, . . . , n− 1)
qui donne un isomorphisme entre ∆C et ∆Cop. Enfin, le ∆Cop-module triv-
ial K sera le foncteur qui associera K a` tout objet et l’application line´aire
identite´ a` chaque morphisme. De la meˆme manie`re, K de´signera aussi le
∆op-module trivial.
3.2 Proposition. La cate´gorie F(as) = ∆S est une cate´gorie croise´e par
les cate´gories ∆Cop et Σ•, i.e. F(as) = ∆C
op
✶ Σ•.
La cate´gorie Γ(as) est une cate´gorie croise´e par les cate´gories ∆op et Σ•, i.e.
Γ(as) = ∆op ✶ Σ• .
De´monstration : On sait que ∆Cop ∼= ∆C ⊂ ∆S. Soit Φ ∈ Hom∆S([n], [m]).
Comme ∆S = ∆ ✶ Σ•+1, Φ peut s’e´crire de manie`re unique sous la forme
Φ = Ψ ◦ σ ou` Ψ ∈ Hom∆([n], [m]) et σ ∈ Σn+1. Or σ peut a` son tour s’e´crire
de manie`re unique σ = tk ◦ σ′ ou` t est l’image de l’ope´rateur cyclique de
∆C et σ′ ∈ Σn (en voyant Σn ⊂ Σn+1 comme e´tant le sous-groupe lais-
sant 0 invariant). Finalement, Φ ∈ Hom∆S([n], [m]) peut s’e´crire de manie`re
unique :
Φ = Ψ ◦ σ
= Ψ ◦ tk︸ ︷︷ ︸ ◦ σ′
= Ψ′ ◦ σ′
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ou` Ψ′ ∈ Hom∆C([n], [m]) ∼= Hom∆Cop([n], [m]) et σ
′ ∈ Σn, ce qui prouve la
premie`re assertion.
Pour ve´rifier la seconde assertion, remarquons que :
Φ = Ψ′ ◦ σ′ ∈ Γ(as)⇔ Ψ′ ∈ ∆op.

3.3 Les foncteurs b et b. Le F(as)op-module b est de´fini dans [6] comme
e´tant le conoyau de l’application :
d : K[HomF(as)(−, [1])] −→ K[HomF(as)(−, [0])] = K[Σ−+1]
Φ 7−→ (d0 − d1) ◦ Φ
ou` d0 = δ0 et d1 = δ0 ◦ t. Soit Φ ∈ HomF(as)([n], [1]) et Φ
−1(0) = (i1 < . . . <
im) et Φ
−1(1) = (j1 < . . . < jp) avecm+p = n+1. Alors, (d0◦Φ)
−1(0) = (i1 <
. . . < im < j1 < . . . < jp) et (d1 ◦ Φ)
−1(0) = (j1 < . . . < jp < i1 < . . . < jm).
Les classes d’e´quivalence sont donc en bijection avec les ordres cycliques sur
[n] (i.e. un ordre total a` permutation cyclique pre`s).
De meˆme, b est de´fini comme e´tant le conoyau de l’application
d : K[HomΓ(as)(−, [1])] −→ K[HomΓ(as)(−, [0])] = K[Σ−+1]
qui est la restriction de l’application pre´ce´dente. La description de b est iden-
tique.
3.4 Proposition. Le F(as)op-module b (resp. le Γ(as)op-module b) est l’im-
age par le foncteur LΣ• du ∆C
op-module (resp. ∆Cop-module) trivial K :
b = LΣ•(K), b = LΣ•(K).
De´monstration : De´montrons l’e´galite´ dans le cas F(as), le cas Γ(as) se
faisant de la meˆme manie`re. Nous avons vu dans la de´monstration de la
proposition pre´ce´dente que Φ ∈ HomF(as)([n], [0]) s’e´crit de manie`re unique
sous la forme Φ = Ψ ◦ tk ◦ σ ou` Ψ est l’unique e´le´ment de Hom∆([n], [0]),
0 6 k 6 n et σ ∈ Σn. Les e´le´ments d’une base de b peuvent eˆtre vus comme
e´tant les morphismes ensemblistes [n]→ [0] ayant un ordre cyclique sur leur
image re´ciproque. On obtient alors les relations d’e´quivalence suivantes sur
les morphismes de HomF(as)([n], [0]) :
Ψ ◦ tk ◦ σ ∼ Ψ ◦ tl ◦ σ
ce qui prouve que b = LΣ•(K). 
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3.5 The´ore`me (Pirashvili-Richter [6]). Soient M un module simplicial,
N un module cyclique etK les modules triviaux. On a alors les isomorphismes
naturels :
TorΓ(as)∗ (b,M) = Tor
Γ(as)
∗ (LΣ•(K),M)
∼= Tor∆
op
∗ (K,O(M))
TorF(as)∗ (b, N) = Tor
F(as)
∗ (LΣ•(K), N)
∼= Tor∆C
op
∗ (K,O(N))
ou` b et b sont les foncteurs de´finis dans [6]. Ces foncteurs sont en fait les
images des foncteurs K par les foncteurs pseudo-adjoints LΣ• .
De´monstration : D’apre`s la proposition 3.2, on a F(as) = ∆Cop ✶ Σ• et
Γ(as) = ∆op ✶ Σ•. Les isomorphismes de´coulent alors du corollaire 2.9 et de
la proposition 3.4. 
3.6 Remarque. Il est montre´ dans [1] qu’en prenant le foncteur associe´ a`
une alge`bre associative A et a` un bimodule M :
L(A,M) : ∆op −→ K-Mod
[n] 7−→ M ⊗A⊗n,
on trouve l’homologie de Hochschild : H∗(A,M) = Tor
∆op
∗ (K,L(A,M)). De
plus, on peut munir L(A,A) d’une structure de ∆Cop-module, et dans ce cas
on retrouve l’homologie cyclique : HC∗(A) = Tor
∆Cop
∗ (K,L(A,A)) (voir [1]).
Il est montre´ dans [3] que le foncteur L(A,M) se factorise par Γ(as) (resp. le
foncteur L(A,A) se factorise par F(as)). On obtient donc les interpre´tations
suivantes de l’homologie de Hochschild et de l’homologie cyclique :{
H∗(A,M) ∼= Tor
Γ(as)
∗ (b,L(A,M)),
HC∗(A) ∼= Tor
F(as)
∗ (b,L(A,A)).
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